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多重反射を考慮した不均一伝送線路の入力反射係数の計算について
斎藤健太郎・佐々木　治*
A Method to Calculate the Input Reflection Coefficient of Nonuniform Transmission Lines
Based on the Concept of the Multiple Reflection
by
Kentaro SAITO and Osamu SASAKI*
Abstract
In this paper the nonuniform transmission line is divided a large number of small sections and each sec-
tion is replaced by uniform lines. Accordingly the nonuniform trasmission line can be approximated to the line
connected with the cascade of many small uniform sections and the input reflection coefficient is represented
by the summation of repeated integration. Moreover the input reflection coefficient for a variety of charac-
tenstic impedances are calculated and the derived equation is proved correct physically. On the other hand
the transmission line model is very useful to analyze the physical phenomena of electromagnetic waves (ref-
lection, transmission and radiation, etc.). Therefore it seems that this model can be applied to the design of
microwave absorbers.
王.まえがさ
現在の情報化社会の中で伝送線路が果たしている役割は非常に大きく,いろいろな方面に利用されその種類も
多種多様である。また,電磁波における反射・透過・放射などの物理現象を伝送線路モデルに置き換え解析する
ことは工学上非常に有用であり[11,電波吸収体の設計などにも応用することができるものと思われる【21。伝送
線路に関する研究や学問の大半は線路を均一なものとして取り扱っているが,実際に使用されている伝送線路の
ほとんどは微小な湾曲などが原因となり純粋に均一とはいえない線路すなわち不均一な伝送線路になっている。
実際の線路のほとんどが不均一伝送線路であることを考えると不均一伝送線路の研究は必要かつ非常に重要であ
ると思われる[3ト[6]先に,フーリエ逆変換を用いて無損失不均一伝送線路の入力反射係数を近似的に合成す
る方法を示し,計算プログラムを作成した【7]。また,特性インピーダンスが異なる無損失均一伝送線路を縦続
接続した場合の入力における電圧の時間変化を計算した〔81。
本論文では,不均一伝送線路を多数の微小区間に分割しそれぞれの微小区間を均一伝送線路で置き換えること
により近似し,入力反射係数が多重積分の和の形で表されることを示している。さらに,無損失の不均一伝送線
路のいろいろな関数形の特性インピーダンスについて入力反射係数を計算することにより,この式が物理的に正
しいことを証明している。
Ⅱ.多重積分により表される不均一伝送線路の入力反射係数に関する式の導出
n- i.不均一伝送線路を均一伝送線路の縦続接続により近似する方法
終端が整合され,任意の関数形のインピーダンスを持つ不均一伝送線路の入力反射係数を一般的な形で求める
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ため,まず線路を微小区間に分割し,それぞれの微小区間が均一伝送線路であるとして,不均一伝送線路を均一
伝送線路の縦続接続されたものとして近似する。こうして,それぞれの分割点における多重反射を考慮すること
により入力反射係数を計算することができ,さらに線路の分割数を無限大,すなわち,それぞれの均一伝送線路
の長さを零に近づけることにより不均一伝送線路の入力反射係数を多重積分の和として求めることができる。
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図1線路定数が異なる均一伝送線路の縦続接続
図1に示すように,線路定数(特性インピーダンス及び伝搬定数)が異なる均一伝送線路を縦続接続した場合,
特性インピーダンスの不連続点PIQにおいて,入射電圧V ,反射電圧V ',透過電圧V "の間には,
V+V′-V〝
なる関係が成立する。また, P-Qにおける反射係数は
rtn-A+i-A
z,.tl + z,.
V′- ritル
であり,
であるから,式(1)より
v'-(i+r川)V
(1≦i≦n-1)
となり, P-Qにおける透過係数は
Tm-i+ riH-2Z.+1
A+i -・- A-
( 「
(2)
(3)
(4)
(5)
となる。
さて,図2に示すように,終端が整合された不均一伝送線路をn分割し,それぞれの区間を特性インピーダン
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スzサ伝搬定数γ,,線路長ち(;- 1. 2, -, n)なる均一伝送線路で置き換え,不均一伝送線路が均一伝送線路
の縦続接続されたものとして近似すれば,入力端からの入射電圧に対しそれぞれの不連続点において反射電圧及
び透過電圧を生じ,多重反射によって一部は再び入力端に戻り,残りは終端の負荷へと伝送される。したがって,
大きさ1の入射電圧に対し,各不連続点で反射,透過を繰り返しながら入力端まで戻ってくる電圧を計算するこ
とにより不均一伝送線路の入力反射係数を計算することができる。
図2　n個の均一伝送線路の縦続接続で置き換えられた不均一伝送線路
n-2. 2次反射まで考慮した入力反射係数の式
最初に, 2次反射まで考慮した場合の入力反射係数を求める。これは各不連続点での反射回数が2回以下で入
力端まで戻ってくる電圧の和として与えられる。すなわち,図3で示される伝送線路の入力端における電圧の総
和を求める。
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図3　伝送線路の不連続点における反射回数が
2回以下の電圧波の流れ
図3から入力端に戻ってくるそれぞれの反射電圧を求めてみる。すると
#1 r2-exp(-2γA)
# 2　r3-exp{-2(γl'l+γ>h)Hi-r22)
#3　r4-exp{-2(γA+γ蝣k+γA)} -U-A2)-(i-r3a)
# 4　r5蝣exp{-2(γA+γA+γ3*3+γA)}-(l-^2)-(l-r32)-(i-r42)
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となる。したがって, #1から#n-1までの電圧の和を計算すれば, 2次反射まで考慮した入力反射係数の式
は次のように求めることができる。
p)芸r.^exp -2畠γ, i-HIl-fj
i-rj -i
ただし,
とする。
(6)
(7)
n-3. 4次反射まで考慮した入力反射係数の式
次に,反射回数が3回以上4回以下で入力端まで戻ってくる電圧波の和を考える。反射回数が3回以上ともな
ると,入力端まで戻ってくる電圧波のすべてを考慮に入れその電圧波の和を一般的な式で表すことは,起こりう
る反射及び透過現象の数が非常に多くなるため困難となる。そこで,不連続点で生じる反射及び透過現象をすべ
て考えることは諦め,この現象をすべてではないがほぼ考慮できると考えられる図4に示した電圧波の和を考え
ることによりその一般式を導き出すことを考える。この考え方を導入すると最終的に求められる入力反射係数の
数値的正確さが幾分損なわれる。しかし,この考え方に基づいた電圧波の考慮による近似解は徐々にではあるが
確実に厳密解に近づいていき, 4次, 6次, 8次, 10次サ　　　と考慮する反射次数を上げていくと最終的には
ほとんど厳密解に等しい近似解が得られる。
図4で示した電圧波はどのようなものであるかを説明する。同図において線路の不連続点を1サ2> 2^3.- ・ ,
i-2*サーl> ii-lサiとする。この電圧波を考慮する場合の基本となる考え方は,入射電圧波が,-lf,(pは2以上の
整数)において1回目の反射を生じた場合,より左もしくはその点(すなわちif,, 2f f>-2*/>-II p-¥Sp)
で2回目以降の反射を引き起こすものだけを取り上げ,考慮するのである。この考え方に従って電圧波を考える
と,図4で示している伝送線路の不連続点における反射回数が3回以上4回以下で入力端まで戻ってくる電圧波
の流れが理解できる。 1^2で1回目の反射が生じた場合,これに該当する電圧波はない。 jfjで1回目の反射が
生じた場合, 2回目の反射が生じ得る点はlE2のみであり, 3回目の反射が生じ得る点も2E3のみである。した
がって, 1∈2と2亡。の間で3回以上4回以下の反射を生じ入力端に戻る# 1で示された電圧波のみが,この場合
の考えられる電圧波の流れとして決定されるのである　」ォの点で1回目の反射を生じた場合, 2回目の反射は
,E2と2E。の2つの点で生じる場合が考えられる。図4の#2(1)は2回目の反射がZf。の点で生じた場合の電
圧波の流れであり, #2(2)及び#2(3)はlf2の点で生じた場合の電圧波の流れである。 2回目の反射が2E3
で生じた場合, 3回目の反射は。E.に限定されるため1通りの流れとなるが, 2回目の反射がlE2で生じた場合
は3回目の反射として2E,と・3^の2つの点が考えられるため2通りの流れとなる。その結果　3^4の点で1回
目の反射を生じる場合は#2(1)-(3)の3通りの電圧波の流れが考えられる。このように考えていくと,その
各々の場合において次のような電圧波の式が得られる。
□　2f3で1回目の反射を生じる場合
#1 -r-r・exp -2(γ,/1+2γ/JHi-r/)
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図4　伝送線路の不連続点における反射回数が
3回以上4回以下で入力端まで買ってく
る電圧波の流れ
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図5　伝送線路の不連続点における反射回数が
5回以上6回以下で入力端まで戻ってく
る電圧波の流れ
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□　3E4で1回目の反射を生じる場合
#2(1)
i2・
(3)
-r2 -r3 -r4 -exp{-2(γA + 2γ2'2 + γ3^)} -(i- r22)-(i- r32)
-r2 -r42 -exp{-2(γA + 2γ2*2 + 2yA)} -(i- tfMi- r3a)2
-r3-r42 -exp{-2(γA + γ2/2 +2γA)Hi- ra2)-(i- r,*)
この#2(1)-(3)の式をまとめると
・ 2　　-r.か-,-,-p(-2去γ [ir'M-2岩r/Ud-rJ
口.E5で1回目の反射を生じる場合
#3(1)
(2'
(3)
(4)
(5)
(6)
-r2-r3-r5 -exP{-2(γA +2γlh + γ3*3 + γ4OHi-r22)-(i-r32)-(i-r42)
-r2-r4-r5 -exp{-2(γA +2γ2/2 +2γ3*3+ γ4a-(i-r22)-(i-r32)2.(i-r42)
-r2 -r52 -exp{-2(γA + 2γ2/2 + 2γ3/3 + 2γ40} -(i- r22)-(i- r32)2.(i- r.2)2
-r3 -r4 -r5 -exP{-2(γA + γ2/2 + 2γ3>3 + γ4OHi- r22)-(i-r32)-(i- Jll
-n　・exp{-2(n/1 + y2/2 +2y3/3 +2y4/4)}-(l-r22)-(l-r32)-(l-r42)
-r4 -r52 -exp{-2(γ1ち+ γA + γ3*3 + 2γ4OHi-r22)-(i-r32).(i- r42)
この#3(1)-(6)式をまとめると
#3
ただし,
となる。
一癌exp(-2 |y,/,j・;_0 (l-ffj[|rjt2exp(-2岩γ′0-Afr-i-J]
g(l-n.)'
fiii-r2,) (*】≦k2)
(*, >*,)
このような手順で#1から#n-2までのこれらの電圧の和を計算することにより, 4次反射を考慮したn段
の反射電圧に対して次の一股式を得ることができる。
・t・、-一基帝,exp -2,芸i rrj <蝣-*.詛<x -魂r2exp -2岩γx)i7(i-r;J :
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|(サーn,)<
」d-n,)　ft≦k2)
(*, >*,)
とする。したがって,4次反射まで考慮した入力反射係数は次式となる。
r,.
[4]【2】+^【4】
V'M-2畠γSi-r;,)-y
-IZj亜詛,-exp-2芝γ蝣'蝣)
蝣I,(l-rD(|^exp(-2|,,,).n(1-rL)]
(9)
(10)
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Ⅱ-4. 6次反射まで考慮した入力反射係数の式
次に,反射回数が5回以上6回以下で入力端まで戻ってくる電圧波の和を考える。第正一3節で導入した考え
方をこの場合においても採用する。すると図5のような電圧波の流れがこの場合において考えられる。各々の場
合において電圧波の式を求めると次のようになる。
□　2f3で1回目の反射を生じる場合
# 1 r?蝣It・expj-2(γ,/,+3γtin-?)
口。E。で1回目の反射を生じる場合
#2(1)
i2
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
r32 -r43-exp{-2(γA + γ2/2 +3γA)Hi-tf)-(i-rf
r2 -r32 - r42 -exp{-2(γi'j + 2γ212 + 2γ」)Mi- r2').(i- r,a)
r2 -r3-r/-expト2(γA +2γ,/2 +3γ3/3)} -(i-r22)-(i-r32)2
r22-r32 -r4 -exP{-2(γA+3γ2*2蝣γ」)Hi-ra2).(i-r32)
r22 -r3-r42 -exp{-2(yl/1 +3γ2/2 +2γA)} -(i-tf)-[i-r32)2
r22-r3 -r42-exp{-2(γA +3γ212 +2γAM-tfMi-tf)2
r22 -r43 - exp{-2(γA +3γ2/2 +3γA)Mi- r2').(i- r,*)2
r2 -r3-r43-exp{-2(γA +2γ2/2 +3γ^Mi-r/Mi-^r
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この#2(1)-(8)式をまとめると
#2
ただし,
・.去^expf -z lj^J - lJl-ltJ
・ほ璃^-p(-2,ir^-fM^岩r,0-nd-r;.,) '
o(1- r?J.
nii-ri)　{K≦k2)
(*, >*ユ)
となる。
この手順に従い, 4次反射を考慮に入れた場合と同様に,次は4E5で1回目の反射を生じる場合,その次は
*.. ,fr,　　.-if.と次々にその不連続点で1回目の反射を生じる電圧波の流れを考え, #1から#n
-2までのこれらの電圧の和を計算することにより, 6次反射を考慮したn段の反射電圧に対して次の一般式を
得ることができる。
・t6, -か瀞,*,exp(-2′か・I/1-^)
・〔か苦r-exp(-2l^)"'S(l- ^i)] {I^exp(-2岩*>A(.-rj] (ll)
o(i-r?J.
ただし,
ifa- n-　(*, 」*,)
(*, >*,)
(12)
とする。したがって,6次反射まで考慮した入力反射係数は次式となる。
I76】=Ap)+A【.】+A【6】
-vM-2皇γ-Oefc-rJ^-ir去:T・-,-,-rexp-fT
-%.>*-.
*:,-i -2
⑳
i-k,,., *¥
tl- K)蝣[|^ exp(-2|V/,)・n(i- r;J]　(13)
n-5. 2 *m次反射(mは正の整数)まで考慮した入力反射係数の式
第Ⅱ12節で2次反射電圧,第Ⅱ-3節で4次反射電圧,第Ⅱ-4節で6次反射電圧を求める一般式を導いたが,
これと同様の方法により8次反射蝣[8]f lO次反射A〔10い　　　　2 *m次反射Al2m1と順番に高次の反射電圧の
式を求め,最後にそれらをすべて加え合わせると2 *m次反射電圧まで考慮した入力反射係数の式として次の一
般式を導くことができる。
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m
rw - A【21+ ‡A【2p】
p-2
71 -1
- ‡『+1exp
ID!
-liyjMi-rl)
.r.¥Ji'O
mn+‡(-ir12n
vサー32・p-2
虹　お・-・貰
If-i~iyFk+1-exp-2
V.-1薮/・0(i-r
r-> exp(-2,餌:01- r;j] {| r,., exp(-2|u)#- r;j] (14)
n- 6.不均一伝送線路の入力反射係数
式(14)において,特性インピーダンスz(*)(ただし, Z(x) 〉 0でZ{x)は滑らかな関数)なる不均一伝送線
路の分割数nを無限大,すなわち,縦続接続されたn個の均一伝送線路の長さJ,. (/-1.2,-.n)を零に近づけ
れば,
lim R
I'^Z^ +Z,J
l dlnZ(jc)
= .-.・・.
2
iim(i-r..y
dx
lim
dx
Z{x + Ax)-Z(x)
血iZ(x+Ax)+Z(x)
V, _i;サ　4Z(x+4x)Z(x)
--(^+z,)1芯--{Z(x+Ax)+Z(x)}
=1
li--2去γ/-li翌(12去γ′Ax
--2¥*
。y(x)dx
となるので　r[2m]を特性インピーダンスZ{(i-l,2.-,n)を用いて表し,
I,--0のときzl〔2桝1 -r[2ml(0)
とすると
r*,(0) -
d inZ(;c)
旦d ¥*Z(xlp-2)
d x.ip-2
rf lnZOO
d ln Z(x2pJ
exv(-2[ y(x)d x)dx
(15)
(16)
(17)
蝣cxp(-2 rj(x)d x)d x-dx2p-i
蝣exp(-2fry&wx)dx-d*-}
(18)
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蝣exp(-2j; Y(x)dx)衣
レL:
・芸(-iri: r l r -L',
l dlnZ(x討)
となる。　m-∞とすれば,
㍍】(o)L r(o)
ri蝣蝣吉
1些Z(羊H)
d x,_I
であり,結果として次式を得る。
r(0) d lnZ(x)
dx
dx
蝣txp{-2j'
oy(x)dx)dx
蝣exp(-2」, Y(x)dx)dx-dx^
蝣exp(-2jx
oy(x)dx)衣
くコ°・‡-1V-1(-1)庸Jx,..J。-・mz
p-2
旦豊i(壬ln Z(x蝣2i_1 )
I'l-
k[2
d ¥nZ( )
dx)
(19)
(20)
expl(<γ(x)d x)d x
・exp(-2j;" Y(x)dx)dx7i-1dx7i (21)
これが,不均一伝送線路の入力反射係数を求める式であるO無損失線路の場合は次式となる。
r(o)塞dx 蝣cxV(-2jfxQp(x)dx)血
p-2　庸庸4・・.招M
旦d lnZ(x2i)旦d ¥nZ{x2i-1)
2　dx
・exp(-2jlx
of3{x)dx)dx
蝣zxv{-2j」 p(x)dx)dx2i-i<* *a
(22)
Ⅱ.入力反射係数の数億計算
ffl-1.数値計算のフローチャート
第Ⅱ章において導出した多重積分により表される無損失不均一伝送線路の入力反射係数の式について数値計算
を行い,その周波数特性を求めるOこの式は多重積分であるため一見複雑に見えるが,数値計算のフローチャー
トを作成してみると,まず始めに2次反射まで考慮した入力反射係数を1回積分により求め,さらに4次反射ま
で考慮した入力反射係数を3回積分により求めれば,その後の6次反射, -　　2 *m次反射まで考慮した入
力反射係数は, 2次反射まで考慮した入力反射係数から4次反射まで考慮した入力反射係数を求めるまでの一連
の多重積分の計算プログラムを繰り返すことにより求まる。したがって,導出した式は電子計算機を用いた数値
計算に通しており,迅速に高い近似の入力反射係数が計算できるのが特徴である。
m-2.計算結果
特性インピーダンスが以下の図に示された関数形で与えられる場合の無損失不均一伝送線路の入力反射係数の
多重反射を考慮した不均一伝送線路の入力反射係数の計算について　　　　　　　　　　(137)
X輔EA川X)/ 1 P
F F川XK
TS I X)-S
SS lrrci x)-ss
SWA" l々事HH*(Fl(I)*FI()P)*2事Ⅵ)
)
)
fJ分区局の勘込み
その分割数による
刻み嶋の決定
刻み各々を
距叫に変換
その距BIにBQする計算価
F. S. SS
鍬こSS-log Z( X )であり
任意のインピーダンスは
ここで変更する.
更に、その計算唖を収納する
台形法則による
一次近似塙黒の算出
WA(J)サ1/2暮HH暮(FKJ)◆FKI円◆2暮鵬(IP- 1卜WS(J
暮日々)暮TT(J *TS(J)
n◆I Bw分を
tM-T&Zffl
データの決定
3SE
<BKmEE
∩が1より大きい
奇抜の喝
SWA- 1々*HH*(Fl川◆Fl(IP)サ2暮Ⅵ)
図6　数値計算のフローチャート
台形知りにより
一次近似鳩輿に加える
昭吾∃SEE?
n-59になるまで
MS即Ei
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周波数特性を図6のフローチャートに従い求めるプログラムを作成した。線路長は1mとし,積分計算は台形公
式を用いた。このプログラムにより入力反射係数の周波数特性を計算し,その結果を図7 -図11に示す。高次の
反射まで考慮することにより,だんだんとリカッチの微分方程式より求めた厳密解に近づいていくことがわかる。
Ⅳ.考察及び結論
不均一伝送線路の入力反射係数が多重積分の和の形で表されることを示した.すなわち,不均一伝送線路を多
数の微小区間に分割し,それぞれの微小区間を均一伝送線路で置き換えることにより近似し,不連続点における
多重反射を考慮して入力反射係数を計算する。線路の分割数を無限大にすれば,不均一伝送線路に対する入力反
射係数となる.導出された式を用いて,無損失線路の場合についていろいろな関数形の特性インピーダンスを与
え入力反射係数を計算した。計算結果より,この方法により計算した入力反射係数は特性インピーダンスの形が
緩やかな場合は4次反射まで考慮すればほとんど厳密解に一致し,特性インピーダンスの形がかなり変化する場
合でも6次から10次反射程度まで考慮すれば厳密解に一致することが示された。したがって,不連続点のない滑
らかに変化する関数形の特性インピーダンスを有する無損失不均一線路の入力反射係数がほとんど問題なく求め
られることが証明された。本論文での数値計算結果は無損失線路の場合であるが,損失のある不均一伝送線路の
入力反射係数も導出した式を用いることにより同様に計算することができるであろう。不均一伝送線路をn個の
均一伝送線路の縦続接続されたものとして近似する際に導出した式を用いることにより特性インピーダンス,伝
搬宝数,線路長がそれぞれ異なるn個の均一伝送線路を縦続接続した場合の入力反射係数も計算することができ
るであろう。すなわち,多重反射の概念を用いて不均一伝送線路の入力反射係数を導出する過程において,均一
伝送線路を多段に縦続接続した場合の入力反射係数を容易に計算できる式が示されていたことになる。特にこの
式は,電波吸収壁の設計の際に使用される材料を決定するための伝送線路モデルとしての応用が考えられ,さら
なる研究が必要と思われる。
今後の課題としては,数値積分による誤差の評価,他の積分公式を用いた数値計算との比較検討,さらに損失
がある不均一R C線路の場合について数値計算を行い厳密解との一致を示すことなどが考えられる。
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多重反射を考慮した不均一伝送線路の入力反射係数の計算について (139)
βl 【rad]
図7　特性インピーダンスがZ (x)-e2の噂合の入力反射係数の周波数特性
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図8　特性インピーダンスがZ (x)-2+sin(2 - it -x)の場合の入力反射係数の周波数特性
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図9　特性インピーダンスがZ (x)-3-K2 - x -1) ;の場合の入力反射係数の周波数特性
βJ 【r叫
図10特性インピーダンスがZ (x)-5+3 - e-2'- sin(2 - tt -x)の場合の入力反射係数の周波数特性
多重反射を考慮した不均一伝送柵の入力反射係数の計算について (141
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図11特性インピーダンスがZ (x)-3+5 - e~ x+sin(2 - tt -x)の場合の入力反射係数の周波数特性
